7. Streuungsmalle

Nur durch das Extreme hat die Welt ih-
ren Wert, nur durch das Durchschnittliche
ihren Bestand

7.1 Varianz und Standardabweichung raul Valery

Die Varianz ist der wichtigste Streuungsparameter. Ana-
log zum arithmetischen Mittel gilt: Anwendung immer
dann, wenn kardinalskalierte Daten vorliegen und keine
der in den Unterabschnitten ab Kap. 7.2 aufgefiihrten
Griinde fiir die Wahl anderer StreumaBe sprechen.

Sei eine Urliste kardinalskalierter Merkmals-
auspragungen x; mit arithmetischen Mittel z gege-
ben. Dann ist die Varianz das arithmetische Mittel

der quadrierten Abweichungen von Z:
n

s2 = 1 Z(xz —z)?

n -
1=1

Aus einer Haufigkeitstabelle bzw. aus klassierten Daten

berechnet man s2 analog wie beim Mittelwert:

1 _
S?B — - Z(ZUJ — CC)th aus der Haufigkeitstabelle
—
K
1
S?E R~ - Z(xz — 3_3)2hk; aus klassierten Daten

k=1



7.2. Eigenschaften der Varianz

e Wie beim arithmetischen Mittel gilt: Geeignet zur
Beschreibung von eingipfligen und nicht zu unsym-
metrischen Verteilungen.

e Es ist empfindlich gegeniiber AusreiBBern. Beispiel: Fiir
die Giite des Verkehrsflusses ist die Varianz der Geschwindig-
keiten eine wichtige MessgroBe. Messungen mit Mess-Schleifen
ergaben folgende Werte (in km/h): 98 107 102 104 99 99
91 100 0 100. Offensichtlich ist bei einer Messung der De-
tektor ausgefallen (n.B.: warum ist hier diese Folgerung sogar
zwingend?). Errechnen Sie, wie dieser AusreiBer die gemessene

Varianz verfalscht!

e Arithmetisches Mittel und Varianz “gehoren” insofern
“zusammen", dass der Mittelwert die Quadratsumme
der Abweichungen minimiert und diese dann die mit
n multiplizierte Varianz darstellt:

n
F = g (; — ¢)® = min = ns?, falls c =2
i=1



7.2(b) Mathematische Eigenschaften der Varianz

e /ur leichteren Berechnung “per Hand” nutzt der
Verschiebungssatz:

n

mn
:CZ-—:EQZ 12 — ni?
(]
i=1

n=ll

Fiir Haufigkeitstabellen und klassierte Daten ersetzt
man wie Gblich: >" | = Z;n:l h; fur Haufigkeits-
tabellen, sowie Y " | = Zle hi und z; = x fir
klassierte Daten.

Ubungsbeispiel: Gegeben ist die geordnete Urliste vom vor-
herigen Abschnitt: 24556667 889 9 10 13. Ermitteln Sie

die Varianz

(i) direkt aus der Urliste,
(ii) aus der dazugehdrigen Haufigkeitstabelle,
(iii) nach Klassierung der Daten (d = 3, =] = 0.5)

e Hangt die GroBe Y linear von X ab, dann kann man
die Varianz von Y direkt aus der fiir X berechnen:

Y =a+0X = s§:b28§

Insbesondere hangt s, nicht von a ab!

Beispiel: Die gemessene Geschwindigkeitsvarianz betragt 5
(m/s)?. Wie groB ist sie in (km/h)* ausgedriickt?



P.Z(b) Mathematische Eigenschaften der Varianz |

Bisweilen liegen zwei unabhangige Datensatze x;, 1 =

l,---ny und y;, ¢ = 1,---,n, desselben Merkmals mit
gegebenen Mittelwerten Z, § und gegebenen Varianzen
s5, s, vor. Dann gilt fiir den gesamten aus z; und y;

bestehenden Datensatz z; (Umfang n = n, +n,):

z :fxf+fyga

s; = falss A+ (2= 2)%] + fyls; + (5 — 2)°]

mit den relativen Gewichten (relativen Haufigkeiten)
fz =ng/nund f, =n,/n.

Beispiel: Auf der rechten Spur einer zweispurigen Autobahn misst
man einen Verkehrsfluss von 1000 Fahzeugen/h, eine mittlere Ge-
schwindigkeit von 90 km/h und eine Standardabweichung v/s2 von
10 km/h. Auf der linken Spur (2000 Fahrzeuge/h) misst man ein
Mittel von 120 km/h und eine Standardabweichung von 20 km/h.
Wie groB sind Mittel und Standardabweichung fiir den Gesamtver-
kehr?



7.2(c). Standardabweichung

Da alle Einheiten der Merkmalsauspragungen bei der
Varianz quadriert werden, ist sie nicht anschaulich. Ein
MaB fiir die tatsachliche Streubreite gibt dagegen die

Standardabweichung V. =5, = /52

e Fiir beliebige Verteilungen gilt: Hochstens ein Anteil
p der Werte liegt auBerhalb des Intervalls
T — S/\/f), T+ S/\/f)] (manche Biicher enthalten schirfere

Formulierungen, die jedoch i.A. falsch sind)

Beispiel: Hochstens 1 % der Werte kdnnen mehr als
10 Standardabweichungen vom Mittelwert entfernt
sein.

e Sind die Merkmalsauspragungen annihernd gauBver-
teilt (mit Varianz 02), gilt: 68% der Werte sind inner-
halb [Z + o], 95% innerhalb [Z 420, 99.7% innerhalb
1z + 30].

Beispiel: Ein Hersteller von “Radarfallen” gibt fiir seine Gerate
eine Genauigkeit von 2 km/h an. Wenn nichts weiter gesagt
wird, ist damit die Standardabweichung gemeint. Bei Annahme
einer GauBverteilung haben damit 32% der Messungen einen
Messfehler > 2 km/h! Deshalb gibt man haufig eine “3-o-

Grenze” an, innerhalb der 99% aller Messungen liegen.



7.2(d) Variationskoeffizient

Der

- .. .- . S
Variationskoeffizient V, = =
x
ist ein MaB fiir die relative Streuung und wird vor allem
bei Streuungs- Vergleichen angewandt.

e Im Gegensatz zu s, ist V, eineitenlos. Als Faust-
regel gilt: ist V,, > 50%, dann ist das arithmetische
Mittel kein guter Reprasentant der Einzelwerte mehr.

e Er beschreibt direkt die tatsidchliche Situation und
hangt nicht von willkiirlichen MaBeinheiten ab.

Beispiel 1: Auf einer deutschen Autobahn wurden Geschwindig-
keiten von (100£10) km/h gemessen, auf einer amerikanischen

(55 £ 6) mph. FlieBt anhand dieser Daten der Verkehr auf der
amerikanischen Autobahn ruhiger?

Beispiel 2: Die auf ein Jahr bezogene relative Schwankung Vpax
des DAX (auf beliebiger Borsen-Website VDAX eingeben) ist

deutlich kleiner als die des TECDAX, obwohl es sich mit den
absoluten Schwankungen genau umgekehrt verhalt.

e Er ist nur fiir positive und mindestens verhaltnisska-
lierte Merkmalsauspragungen sinnvoll.

Gegenbeispiel: Im letzten Monat war der Mittelwert der (nur
intervallskalierten) Celsius-Temperatur & = 10°C und die
Standardabweichung sy = 7°C. Einen Variationskoeffizient
Vo = 0.7 zu berechnen wiare sinnlos. Dies wird spatestens
fiir den Februar mit & = 0°C klar ...



7.2(e) Standardisierung

Will man verschiedene Merkmale mit unterschiedlichen
Einheiten in einer Untersuchung vergleichen (multiva-
riate Analyse, Kap. 18-21) oder tabellierte Verteilungen
bei der Berechnung von Wahrscheinlichkeiten nutzen, ist
eine Standardisierung der Merkmalswerte notig:

Die lineare Transformation X = Y = a+bX heiBt
Standardisierung des kardinalskalierten Merk-
mals X, wenn fiir die Variable Y gilt: y = 0, 35 =
1.

Aufgabe: Ermitteln Sie a und 0!




7.3 Mittlere absolute Abweichung

Anstelle der Summe der quadrierten Abweichungen kann
man auch die Summe der Betrige der Abweichungen
(“lineare Streuung” bzw. “mean absolute deviation”,
MAD als StreuungsmaB definieren:

1 mn
SMAD = ﬁ Z \ZEZ — 5130.5\
i=1

e Eine Anwendung ist dann sinnvoll, wenn die MAD
unmittelbare Bedeutung hat wie bei Wegezeiten.

e Der Median x5 und die MAD “gehoren” insofern
“zusammen’, dass der Median die Betragssumme der
Abweichungen minimiert und diese dann die mit n
multiplizierte mittlere absolute Abweichung darstellt:

mn
: SMAD
F = E |z; — ¢| = min = , falls ¢=zq5.
n
i=1

Daher wird syap Ublicherweise beziiglich des Me-
dians definiert.

e Die MAD ist empfindlich gegeniiber AusreiBBern, aber
weniger ausgepragt als bei der Standardabweichung.

Beispiel: Berechnen Sie syap bei der schon bekannten Ge-
schwindigkeitsreihe 98 107 102 104 99 99 91 100 0 100 mit und
ohne AusreiBer.



7.4 Interquartilsabstand und Spannweite

Die Spannweite ist die Differenz zwischen dem groBten
und dem kleinsten Merkmalswert:

R = max(x;) — min(z;) bzw. R =z% — x{

Der Interquartilsabstand ist der Abstand zwischen dem
dritten und dem ersten Quartil,

SIQ = X0.75 — L0.25

e Waihrend die Spannweite extrem anfallig gegeniiber
AusreiBBern ist, ist der Interquartilsabstand als ein-
ziges der behandelten StreuungsmaB unempfindlich
dagegen (Test an der obigen Geschwindigkeitsreihe!).

e Anwendung:

— bei ordinalskalierten Daten, bei denen man weder

2

s2 noch syrap berechnen kann,

— wenn Unempfindlichkeit gegeniiber Ausreilern
wichtig ist (s1q)-

e Visualisierung im “Box-and-Whisker Plot”

e Fiir beliebige Verteilungen gilt: sypap < s < R



8. Malzahlen fiir die Form der Verteilung

Fir multimodale Haufigkeitsverteilungen sind dies vor allem Lage
(d.h. Modus xp) und Hohe aller “Gipfel”.

Fir unimodale Verteilungen gibt es zwei Kategorien von Kennzah-
len:

e AsymmetriemaBe, z.B. “Schiefe” T,
e WodlbungsmaBe, z.B. “"Exzess” (Kurtosis) K.!

Zur Definition von Schiefe und Exzess werden die zentralen
Momente bendtigt:

Das N-te zentrale Moment von n kardinalskalierten Merk-
malswerten ist gegeben durch

1 mn m
My = — Z(mZ — :E)N bzw. M = Z(xz — :T:)Nf@
n
i=1 i=1
Damit definiert man diese FormmaBe:
) M3 My
Schiefe ' = —, Exzess K = — — 3.
s9 Sy

Man spricht von einer rechtsschiefen bzw. linkssteilen Verteilung,
falls I' > 0. Die Varianz ist ubrigens gleich Mo.

1 Wegen Verwechslungsgefahr mit der Standardabweichung bzw. dem Zeichen
fiir Erwartungswert werden Schiefe und Exzess nicht mit S bzw. E bezeichnet.



8.2 Veranschaulichung von Schiefe und Exzess

Die Schiefe gibt an, ob die Werte der Verteilung vom
Modus aus links (I' > 0, linkssteil bzw. rechtsschief)
oder rechts (I' < 0, rechtssteil bzw. linksschief) schneller
abfallen; das “lange Ende” der Verteilung ist jeweils auf

der anderen Seite:
f(x) f(x)

/’Q y\
X X

Der Exzess, auch Kurtosis genannt, gibt an, ob es, im
Vergleich zur GauBverteilung, einen héheren Anteil von
“AusreiBern” (d.h. mehrere Standardabweichungen vom
Mittel abweichende Werte) gibt (K > 0) oder einen

geringeren Anteil (K < 0).
f(x)

K>0
K=0 (GauR)

| K=-6/5

X

Neben vielen AusreiBern gibt es bei Verteilungen mit
positivem Exzess auch viele Werte nahe dem Mittel.

Wichtig: Die mittlere Gréffe der Abweichungen wird
durch s gemessen; hier geht es rein um die Form mit der
GauBverteilung als Referenz: Die —3 in der Formel fiir
den Exzess kommt daher, dass bei der GauBverteilung

My /st = 3 gilt.



8.3 Eigenschaften von Schiefe und Exzess

e Im Gegensatz zu T und s, sind sowohl I'" als auch K
relative GroBen und somit einheitenlos.

e Beide GroBen hiangen weder von Verschiebungen noch
von Skalierungen der Verteilung ab. Genauer:

Y=a+bX = I,=T, K,=K,.

Aufgabe: Zeigen Sie dies.

0.6 - ! .
gauss(0,1) —— |

0.5 gauss(2,0.5) e T .
gauss(0,4) e

X 03¢ :

0.2 r .

0.1 r .
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Alle drei Kurven sind GauBverteilungen und haben
damit dieselbe Schiefe I' = 0 und denselben Exzess
K = 0.



8.3(b) Beispiel

Betrachtet wird die Haufigkeitsverteilung der prozentua-
len taglichen Wertanderungen des Dow Jones:

0.8
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0.4
0.3¢
0.2t
0.1+

0

(0,1)-Normalverteilung -
Dovy_Jones —

f(x)

3 -2 -1 0 1 2 3
auf (0,1) normierte taegliche Wertaenderung X

Es gibt haufiger groBe negative Veranderungen (Crashs)
als groBe positive (Boom-Phasen); damit fallt die Vertei-
lung der Wertanderungen auf der rechten Seite schneller
ab und die Schiefe ist negativ.

Ferner gibt es an vielen Tagen kaum Veranderungen. Viel
haufiger als bei der GauBverteilung sind sie aber mehrere
Standardabweichungen groB. Der Exzess ist also positiv.

In gewisser Hinsicht stellt der Exzess ein Konzentrati-
onsmaj dar, darf aber nicht mit den Konzentrationsma-
Ben des nachsten Kapitels verwechselt werden.



Beispielsaufgabe zu Kap. 6.6(b), Kap. 7 und 8

Abstandsverteilungen im Autobahnverkehr

Auf einem Autobahnabschnitt wurde der zeitliche Netto-Abstand von aufeinander
folgenden Fahrzeugen gemessen (echte Messdaten!). Dabei wurden in zwei
Messreihen die relativen Klassenhaufigkeiten einmal fiir freien Verkehr (V' >
60 km /h) und einmal fiir gestauten Verkehr (V' < 60 km /h) bestimmt:

0.1

0.08 r
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Netto Time Gap T (S)

Im nicht dargestellten Bereich (z > 65s) liegen 20% der Daten des freien
Verkehrs mit einer mittleren Folgezeit von 15s, und ebenso 5% der Daten
des gestauten Verkehrs mit einer mittleren Folgezeit von 10s. Im dargestellten
Bereich (x < 65s) sind die Messwerte in Klassen gleicher (aber nicht mehr
bekannter) Breite eingeteilt.

Obwohl die Klassenbreiten nicht bekannt sind, macht sich ein Verkehrsanalyst an
die Auswertung dieser Daten. Er teilt die Daten in neue Klassen ein und weist
ihnen zunachst die Flache A} unter der Kurve zu:

Klasse 1 2 3 4 5 6
Folgezeit x in s 0-0.5 | 0.5-1 1-15 | 1.5-2 | 2.3 | 3-6
- frei -

F/'al‘(:)'r(‘)e A in b gg | 39 | 31 | 21 | 26| 36
S

- stau -

F/"'i;'ge A im0 | 13 | 38 | 44 | 54 | 44
S




Beispielsaufgabe (Fortsetzung)

* Sind die dargestellten Kurven empirische Dichtefunktionen? Wenn nicht,

berechnen Sie diese. Berechnen Sie auch die relativen Klasenhiufigkeiten!
Bestimmen Sie auch die relativen Haufigkeitsdichten f]?!
Lésungshinweise: Welche Bedingung muss fiir die gesamte Flache unter den
Kurven gelten? SchlieBen Sie daraus auf die relativen Haufigkeiten f;. der
neuen Klassen. Den nicht dargestellten Bereich (z > 6s) konnen Sie in
Klasse 7 aufnehmen.

Berechnen Sie fiir gestauten Verkehr den wahrscheinlichsten Wert (Modus)
der Folgezeit, den Median und das arithmetische Mittel. Nehmen Sie ggf.
als Klassenobergrenze der groBten Klasse eine Folgezeit von 15 s an sowie
als Untegrenze der niedrigsten Klase 0 s. Fiir welche der obigen LagemalBe
bendtigt man diese zusatzlichen, dem Sachverhalt angemessenen Ad-Hoc
Informationen? Kann man allein aus diesen LagemaBen schlieBen, dass es
sich um eine linkssteile Verteilung handeln muss?

In der Fahrschule lernt man “Sicherheitsabstand mindestens gleich halber
Tacho”. Wieviel Prozent der Leute halten sich im freien und im gestauten
Verkehr daran? Im Prinzip kann man bei Unterschreiten eines zeitlichen
Abstandes von 0.9 s bestraft werden. Fiir welchen Anteil wiirde dies
zutreffen?

Berechnen Sie fiir freien Verkehr das arithmetische Mittel des zeitlichen
Abstandes (und wundern Sie sich iiber das Ergebnis!) Was lernt man daraus
liber das arithmetische Mittel?

Berechnen Sie alle StreumaBe fiir die Verteilung der Folgezeiten im
gestautem Verkehr: Varianz, Standardabweichung, Variationskoeffizient,
Mittlere absolute Abweichung, Interquartilsabstand und Spannweite

Berechnen Sie Schiefe und Exzess fiir die Verteilung der Folgezeiten im
gestautem Verkehr.

. Wie andern sich der Zahlenwert von Mittelwert, Varianz, Standardabwei-
chung, Schiefe und Exzess, wenn die Folgezeit nicht in s, sondern in ms
gemessen wird, also alle Zahlenwerte der Folgezeiten mit 1000 multipliziert
werden?

Gerade als der Verkehrsanalyst die obigen Ergebnisse prasentieren will, erfahrt
er, dass das Messgerat fiir die Messung der Folgezeit systematisch alle Zeiten
um 0.2 s zu niedrig gemessen hat. Kann er ad-hoc (ohne Rechnung) dennoch
die richtigen Ergebnisse fiir Mittelwert, Varianz, Standardabweichung, Schiefe
und Exzess prasentieren?



