31. Chi-Quadrat-Unabhdngigkeitstest

Der Mangel an mathematischer Bildung
gibt sich durch nichts so auffallend zu er-
kennen wie durch maBlose Scharfe im Zah-
lenrechnen

C.F. GauB

Der x?-Unabhingigkeitstest iiberpriift, ob zwei (beliebig skalierte)
Merkmale X und Y voneinander unabhangig sind, was auch als
Kontingenzanalyse bezeichnet wird. Die jeweiligen Realisierungen
liegen dabei als eine (ggf. aus einem Scatter-Plot zu ermittelnde)
Kreuztabelle mit den absoluten Haufigkeiten h;; vor: h;; gibt die
Zahl der Realisierungen an, bei der X in die Klasse 2 und Y in die
Klasse j fallt bzw. X und Y die Auspragungen x; und y; haben
z.B.

e Zahl der Priifungswiederholungen X wvs. Nebenjob-Stunden pro
Woche Y,

e Storchenpopulation vs. Geburtenrate,

e Hangt die Art des Schulabschlusses vom Elternhaus ab? (“Wie
der Vater, so der Sohn"”. "Der Apfel fillt nicht weit vom
Stamm’ ). Oder vielleicht vom Geschlecht?

e Klimaerwarmung: Mittlere Temperatur vs. Kohlendioxydgehalt.

Der Unabhangigkeitstest priift, ob eine festgestellte empirische
Unabhdngigkeit, vgl. Kap. 18.2, auch statistisch signifikant ist.

Wiederholung der empirischen Unabhangigkeit:

h(zi)h(y;)

n

fij = f(x:) f(y;) bzw. hy; =



hij . :
fij = =L = relative Haufigkeit, n = Stichprobenumfang

f(xi), f(y;) = relativen Randhaufigkeiten,
h(x;), h(y;) = absolute Randhaufigkeiten.



31.1 Durchfiihrung des Unabhangigkeitstests

Das “4-Schritte-Schema” samt Vorbereitungsschritt ist
genau dasselbe wie beim y?-Anpassungstest:

0. Vorbereitung: Erstellen eines Kreuzdiagramms mit den Klas-
senzahlen K, und K, genau wie in der deskriptiven Statistik.

1. Nullhypothese: X und Y sind unabhangig. Die unter Hj
erwartete absolute Haufigkeit hfj wird direkt aus dem Un-
abhangigkeitskriterium der deskriptiven Statistik ermittelt:

hih;

n

Voraussetzung: hfj > b5, ggf. Zusammenfassung von Klassen.

2. Testvariable:

Ky Ky 2

Q = ZZ hij e iy) ~ x*(m) -verteilt

=1 j7=1

mit m = (K, — 1)(K, — 1) Freiheitsgraden.

3. Realisierung q von () aus der Kreuztabelle.

4. Entscheidung mit Irrtumswahrscheinlichkeit o: Falls ¢ > q(m) ,

kann die Nullhypothese verworfen werden.



31.2. Bemerkungen zum Unabhangigkeitstest

1. Dieser Unabhangigkeitstest ist weitergehender als ein
Korrelationstest; auch signifikante Abhangigkeiten,
die eine Korrelation von 0 ergeben (wie in diesem
Scatter-Plot), werden detektiert!
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2. In der Praxis ist die folgende Umformung der Test-
funktion () vorteilhaft:

=1 5=l =1l =il
Aufgabe: Zeigen Sie die Giiltigkeit der Umformung

3. Die Verallgemeinerung auf mehr als zwei Zufallsvaria-
ble und deren paarweise Priifung ist offensichtlich.



31.3 Beispiel: Ergebnisse zweier Klausuraufgaben

Zugrundegelegt werden die realen Ergebnisse derselben
Klausur (OR/Logistik, SS 2001) wie im Beispiel zum
x2-Anpassungstest.

Waihrend dort die Verteilung der Gesamtergebnisse auf
die Annahme einer GauBverteilung getestet wurde, wol-
len wir nun wissen, ob die erzielten Punktezahlen bei
den Aufgaben 3 und 4 dieser Klausur voneinander un-
abhangig sind, wobei die Art der Verteilung hier keine
Rolle spielt.

Anders ausgedriickt: Beeinflusst ein z.B. sehr gutes Ab-
schneiden bei Aufgabe 3 die bedingte Wahrscheinlich-
keit, bei Aufgabe 4 gut abzuschneiden?



31.3 (b) Beispiel (Forts.)

Rohdaten: Punktezahlen Aufgabe 3 (Variable X') und Aufgabe
4 (Variable Y):

16-14 14-5 3-18 12-10 11-19 11-16 12-7 11-4
6-11 8-13 7-16 16-22 15-22 15-13 16-18 10-17
14-17 12-16 14-18 14-19 8-17 7-16 16-15 7-17
10-16  16-22 14-17 7-0 16-22 15-10 16-18 3-8
7-15 6-4 15-15 16-18 14-11 9-20 15-6 16-20
6-9 16-19 4-0 12-15
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0. Vorbereitung: Kreuzdiagramm
Wie beim x2-Anpassungstest gilt die Bedingung, dass hfj > 5
sein muss. Da hfj > 5 a-priori nicht bekannt, werden als An-
haltspunkt die empirischen absoluten Haufigkeiten genommen.

Aufg. 4 \ Aufg. 3 || 0-13 | 14-16 || h(y)

17-22 6 13 19
0-16 17 38 25

h(x) 23 21 n = 44




31.3 (c) Beispiel (Forts.)

1. Nullhypothese: Ergebnisse sind unabhangig,

(zi)h(y;)

. h
2. Testvariable:

2 = (hij — k)

. ~ x°(m) -verteilt
hi;

Q:

j=1 k=1
mit m = (K, — 1)(K, — 1) = 1 Freiheitsgrad.

3. Realisierung aus der Kreuztabelle. Zunachst bendtigt man die
Summenhaufigkeiten: h(x1) = 23, h(z2) = 21, h(y;) = 25,
h(y2) = 19 sowie den Stichprobenumfang n = > h(x;) =

> h(y;) = 44.

) | hlany) | hy =t
(x1,91) | 17 23%25/44=13.1 221
(z1,92) | 6 9.9 3.6
(x2,91) | 8 11.9 54
(z2,y2) | 13 9.1 18.6
> 44 44 49.7

Damit ist die Realisierung q von @) gegeben durch

g =49.7 — 44 = 5.7

NB: Das Anwendbarkeitskriterium hfj > 5 ist immer erfiillt.




31.3 (d) Beispiel (Forts.)

4. Entscheidung und Interpretation: Falls ¢ > qgﬂ_%
Nullhypothese bei einer lrrtumswahrscheinlichkeit von maximal

Q.
Hier ist

. verwirf die

ai"), = ab.05 = 3-84 < g
Damit ist Hg verworfen!
Erlauben wir hingegen nur 1% lIrrtumswahrscheinlichkeit fiir eine
falschliche Ablehnung, wird der Test ungenauer: Es gilt namlich
q < qé_lgg — 6.63, d.h. falls nur 1% Fehlerwahrscheinlichkeit
erlaubt wird, ist die Nullhypothse angenommen!

Bemerkungen hirzu:

e Ob bei Ablehnung von H, und Vorliegen einer Korrelation die
Variablen positiv oder negativ korreliert sind (hier wohl positiv
korreliert), sagt uns der Unabhnagigkeitstest nicht! Dies ist ggf.
mit einem Korrelationstest zu klaren, vgl. Formelsammlung.

e Hingegen schlagt er bei beliebigen signifikanten Abhangigkeiten
an, auch wenn der dazugehorige Korrelationskoefizient =0 sein
sollte.

® Der Unabhangigkeitstest und der Korrelationstest erganzen sich
also.



32. Chi-Quadrat-Homogenitatstest

Wenn die Tatsachen nicht mit der Theorie
libereinstimmen - um so schlimmer fiir die
Tatsachen.

Hegel, zitiert von Marcuse

Der x2-Homogenitétstest iiberpriift, ob mehrere un-
abhiangige Stichproben einer Variablen X mit Gesamt-
Umfang n jeweils zur gleichen (nicht weiter spezifizier-
ten) Verteilung gehdren konnen oder nicht, z.B.

e Einkommensverteilung in Ost- und Westdeutschland,
e Verteilung von Bruchlasten bei Tests von Fahrstuhlseilen vor 1

Monat und jetzt,
e Verteilung der taglichen Veranderungen des DAX-Index im No-

vember und Dezember 2001.

Allgemein miissen fiir diesen Test die Stichproben als Liste von
absoluten Haufigkeiten fiir gewisse Auspragungen x; oder Klassen
1 vorliegen:

Stich-
proben- 1 SO R TK Umfang
index
1 h(x1,1) - h(x;,1) -+ h(xg, 1) h(1)
j h(zy,3) -+ h(wi,j) -+ h(zk,7) | h(j)
h(x1) oo h(xg) - h(xk) n

Formal ist der Homogenitadtstest nichts anderes als ein Un-
abhangigkeitstest des zu untersuchenden Merkmals mit dem

Stichprobenindex!



32.1 (b) Durchfiihrung des Homogenitatstests

0. Vorbereitung: Die Spalten 7 des Kreuzdiagramms stellen die K,

2-4.

Auspragungsklassen von X dar, wahrend der Zeilenindex j die
laufende Nummer der M unabhangigen Stichproben bezeichnet.

. Nullhypothese: Die  “erwartete”  relative  Haufigkeit

fe(xilg) = hij/h(j) der i-ten Klasse in der Stichprobe j
(mit Umfang =Zeilensumme h(j)) hidngt nicht vom Stich-
probenindex j ab: f¢(x;|j) = f(xi|5’) = f(x;) fiir alle
Paare (j, 7). Um den konkreten Wert der relativen Haufigkei-
ten abzuschatzen, werden alle M Stichproben zu einer “groBen”
Stichprobe vom Umfang n = >, h(j) (Gesamtzahl der Da-

ten) zusammengefasst: f°(xz;) = h(x;)/n = Z;\il hij/n
mit der Spaltensumme h(x;). Die absoluten Haufigkeiten erhalt

man durch Multiplikation mit dem jeweiligen Stichprobenumfang
h(7):

he _ h(xz)h(])

]

HOI
n

Dabei sollte, wie beim Unabhangigkeitstest, hfj > 5 gelten.

Die Testvariable, die Realisierung sowie die Entscheidungs-
kriterien sind identisch zum Unabhangigkeitstest.



32.2 Beispiel: Einkommensverteilung Ost-West

Gegeben sei ein Stichprobenpaar von je 1000 Haushalten in West-
und Ostdeutschland, bei denen jeweils die Verteilung des Einkom-
mens ermittelt wurde (Zahlen fiktiv; dhnliches Beispiel vgl. Eck-
stein):

: 0- 1500- :
Stichprob Umf h
ichprobe 1500 3000 3000 mfang h(j)

Ost (j =1) 400 400 200 1000
West (j = 2) 200 600 200 1000

h(x;) 600 1000 400 | m = 2000

Zu uberpriifen ist die Annahme einer gleichen (aber nicht naher
spezifizierten) Verteilung.

1. Nullhypothese: _
ij — ” :

Da die beiden Stichprobenumfinge h(1) = h(2) = 1000,

gilt fiir beide Stichproben 5 = 1,2 jeweils dieselbe erwartete

Haufigkeit:

hi’j = 600/2 = 300,
hgj = 1000/2 = 500,
hgj = 400/2 = 200.
Testvariable:
3 2 e \2
hi; — h;.
Q = Z (s e ) ~ x°(m) -verteilt



32.2(b) Beispiel (Forts.)

3. Realisierung g von @ aus der Kreuztabelle.

(X;,7) | hi he, %
(z1,1) | 400 300 33.3
(z2,1) | 400 500 20.0
(z3,1) | 200 200 0.0

(z1,2) | 200 300 33.3
(z2,2) | 600 500 20.0
(x3,2) | 200 200 0.0

> 2000 2000 qg = 106.7

4. Entscheidung und Interpretation: Falls ¢ > ¢

.

Dies ist selbst fiir &« = 1% bei weitem der Fall, da (mit m = 2)

(2)

4o 99 = 9.2 < q = die Einkommensverteilung in Ost und West
unterscheidet sich signifikant.

Achtung! Der weite Abstand von jedweglicher verniinftigen Fehler-
grenze kann triigerisch sein, da beim Test unabhdngige und re-
prdsentative Stichproben vorausgesetzt werden. Eine die Grundge-
samtheit reprdsentierende Stichprobenauswahl ist aber haufig pro-
blematisch zu bekommen und viel schwieriger zu liberpriifen als der

Test selbst.

Wie wiirde man da vorgehen?

, verwirf die
Nullhypothese bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von maximal



